
半群

前提概念

运算

函数 被称为从 到 的 元运算。

运算也是一种函数，因此有封闭性、唯一性。

二元运算的性质

结合律、交换律、幂等律（可能具有的性质）

代数系统

定义：

一个非空集合

配备一个或多个运算

且 对这些运算封闭

记作 ，如

运算表

对于有限集合 上的二元运算 ，其运算表是一个 的表格。其第 行第 列表

示 的结果。

单位元

对于任意的 ，都有 。

记法：通常记为 。

半群

半群公理：结合律

子半群：设 为一半群，且 。若 对运算 封闭，则 本身也构成半群，称为 的
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子半群。

幺半群

幺半群公理：结合律、单位元

子幺半群：设 为一幺半群，其单位元为 ，且 。若 对运算 封闭且 ，则 本身

也构成幺半群，称为 的子幺半群。（单位元要一致）

半群之间的关系

同构

半群 与 同构，记作 。

当且仅当：

存在一个双射函数 ，满足：

对任意的 ，都有

同构是一种等价关系，满足自反性、对称性、传递性。

同态

半群 与 同态，记作 。

当且仅当:

存在映射 ，满足：

对任意的 ，都有

若 是满射，则称 是 的同态像

同态像与系统性质

已知 是一个同态映射，且 为 的同态像。

结合性：若 满足结合律，则 必定也满足结合律。

交换性：若 满足交换律，则 必定也满足交换律。

单位元性质：若 含有单位元 ，则 也必定存在单位元 。

若 是 的子半群，则 在 下的同态像必为 的子半群。
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x, y ∈ S f(x + y) = f(x) ∗ f(y)

(S, +) (T , ∗) S ∼ T
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x, y ∈ S f(x + y) = f(x) ∗ f(y)
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半群的直积

若 和 为半群，则 也构成半群，称为半群的直积。

其中 表示

半群的同余关系

半群 上的等价关系 称为同余，满足

商半群

设 是半群 上的同余关系。 是商集，即所有等价类构成的集合。

在 上定义 ： 为 。此时 构成一个半群，称为

商半群。

同态基本定理

给定一个同态映射 ，它必然诱导出一个同余关系 在 上。

即有 ，以及 ，并且
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